——

™
=
o
o
"h..,h
%i
T
5
(s
=
9
o

NUMEROS REAIS

1).— O que é um numero real?

2).— Um tipo importante de nimeros reais: os niimeros decimais.
3).— Representacao com virgula dos nimeros decimais

4).— Um tipo mais geral de nlimeros reais: 0s nimeros racionais
5).— Representac¢do com virgula dos niimeros racionais

6).— Os outros nimeros reais: os numeros irracionais

7).— Representacao com virgula dos niimeros irracionais

8).— Exercicios e problemas.

O estudo sisteméatico dos niimeros reais, incluindo sua relacdo com os ntimeros inteiros e os nimeros
racionais, inicia no Ensino Fundamental e sé termina na Universidade. E dificil ser feito com rigor
e coeréncia, além de ser complicado, pois precisa tratar de tipos excepcionais de nimeros. Por isso,
nesta aula teremos espaco apenas para enfatizar alguns pontos bdsicos.

1).— O que é um numero real?

O caminho mais simples nos possibilitando entender os nlimeros reais consiste em pensé-los como
sendo a medida dos segmentos de reta. Em verdade, como temos de tratar de niimeros positivos e
negativos, eles sdo os niimeros que expressam a medida dos segmentos de umareta orientada.

O que é uma reta orientada, ou eixo?

é qualquer reta na qual foram escolhidos um ponto O que serd denominado origem da reta e um
segmento OU (onde U é um ponto distinto de O) que servird como unidade de medida. Este segmento
OU também determina a orientagdo positiva da reta: a determinada pelo sentido de percurso que vai
de O para U; o sentido oposto, o que vai de U para O, é denominado orientagdo negativa da reta.

Para simplificar, iremos sempre imaginar/desenhar tais retas orientadas na posicao horizontal e o
ponto U a direita de O, de modo que a orientacdo positiva € a que vai da esquerda para a direita.

Os niimeros reais séo os ntimeros que indicam a medida dos segmentos OP de uma reta
orientada. Existem trés grandes tipos desses niimeros:

¢ se P =0, dizemos que a medida de OP é o niimero zero;

e se P estiver a direita de O, diremos que OP tem orientagdo positiva e que sua medida
é um numero real positivo;

* se P estiver a esquerda de O, diremos que OP tem orientagdo negativa e que sua
medida é um niimero real negativo.




Como é feita a medida dos segmentos de uma reta orientada?

Medir um segmento OP de uma reta orientada consiste em dizer quantas cépias do segmento unitério
OU, ou de uma fracao dele, temos de tomar para reproduzir exatamente o segmento OP, inclusive em
sentido. Esse “quantas copias” serd expresso por meio do que denominamos nimero real.

Uma vez fixado uma reta orientada, temos s6 duas possibilidades para a medicao de um segmento OP:

1).

2).

o segmento OP é comensurdvel com a unidade OU, ou seja: OP € igual a um niimero inteiro de
copias de OU ou de alguma fracdo de OU. Os ntimeros que expressam a medida desse tipo de
segmentos sao denominados ntimeros racionais.

Exemplos:

—se OP éigual a trés copias de OU e P estd a direita de O, dizemos que sua medida é 3 OU, ou
simplesmente 3;

—se OP éigual a cinco copias da metade de OU e P estd a direita de O, como é natural indicarmos
uma metade de OU por OU/2, dizemos que a medida desse OP é 5 OU/2, ou 5/2 OU, ou
simplesmente 5/2;

—se OP é igual a trés copias de OU tomadas na orientacao negativa da reta (ou seja: P estd a
esquerda de O), dizemos que sua medida é -3 OU, ou simplesmente -3.

o segmento OP é incomensurdvel com a unidade OU, ou seja: por menor que seja a fragdo de
OU que tomemos, nunca conseguimos reproduzir exatamente OP, tudo o que podemos fazer é
reproduzi-lo aproximadamente; demonstra-se que essas reproducoes aproximadas podem ser
tornadas sucessivamente melhores, a medida que formos tomando fracées menores de OU, o
que intuitivamente corresponde a dizer que no infinito! conseguiremos reproduzir exatamente
OP. Os niimeros reais que expressam a medida de tais segmentos sdo os niumeros irracionais.
Logo adiante, exemplificaremos a medicdo de segmentos incomensuraveis.

v/ Os nuimeros racionais sd@o os niimeros reais que expressam a medida dos
segmentos comensurduveis com o segmento unitdrio
v Os numeros irracionais sdo os niimeros reais que expressam a medida dos
segmentos incomensurduveis com o segmento unitdrio.
Como cada segmento OP é ou comensurdvel, ou incomensurdvel com a unidade

OU, segue que o conjunto dos ntimeros reais é formado pelos niimeros racionais e 0s
irracionais, e tdo somente eles.

Mas, entao os nlimeros reais servem apenas para medir segmentos de reta?

Nao! Muito pelo contrério, eles servem para medir qualquer grandeza continua.

Por grandeza entende-se tudo o que pode aumentar ou diminuir. Existem dois tipos bésicos delas: as
discretas e as continuas. Exemplos de grandezas discretas sdo a quantidade de ovos numa cesta, a dos
alunos numa sala de aula, etc., enquanto que sdo exemplos de grandezas continuas um comprimento,
uma 4area, uma massa, a quantidade de gasolina no tanque de um automével, etc. As grandezas
discretas sdo enumeradas (contadas) e as grandezas continuas sdo medidas.

INa universidade, V. terd oportunidade de ver como a nocéo de limite permite tornar tudo isso preciso.



E um principio fundamental da Matemdtica que a medicdo de cada grandeza
continua é equivalente a medicdo de segmentos de uma reta orientada.

Complementando, cabe observar que o estudo dos nlimeros ndo se esgota com os nimeros reais.
Com efeito, até mesmo na Escola Basica estuda-se nimeros mais gerais: os nimeros imaginérios (ou
complexos), 0s quais permitem resolver uma série de problemas importantes que ficariam insoliveis
se tivéssemos apenas 0s nimeros reais.

2).— Um tipo importante de numeros reais: os humeros decimais.

Os niimeros decimais sdo os nliimeros reais que expressam a medida de um tipo particular de segmen-
tos de reta OP comensuréveis com o segmento unitdrio OU da reta. Com efeito, os nimeros decimais
sdo a medida dos segmentos de reta OP que sdo iguais a m c6pias do segmento unitario OU, ou m
copias da décima parte de OU, ou m cépias da centésima parte de OU, ou em termos gerais: m cépias
da 10"-ésima parte do segmento unitdrio, onde m é um inteiro qualquer (positivo, negativo ou nulo) e
n=0,1,2,3, etc.

Costuma-se resumir isso dizendo que os nimeros decimais sdo os niimeros reais representados por
fracoes decimais, ou seja: por fracdes da forma m/10", com m inteiro e n inteiro = 0. Vide anotacoes
de aula para uma listagem sistemaética de fracoes representando esses numeros.

Os niimeros decimais podem ser somados, subtraidos, multiplicados e divididos
fazendo-se a operagdo aritmética com as respectivas fracoes decimais que os repre-
sentam.

Um modo ttil de decidirmos se um niamero real é decimal, ou ndo

Teorema 1

Os ntimeros decimais sdo os niimeros reais que podem ser representados por um
niimero inteiro, ou uma fragdo irredutivel cujo denominador pode ser fatorado em
primos usando-se apenas fatores 2 elou 5.

RECORDAGAO DE FRAGOES

Fracdo ordindria é toda fracdo da forma m/n, onde o numerador m é um inteiro qualquer e o
denominador n um inteiro positivo. Exemplos: -5/2, 1/5, 5=5/1, etc.; em particular, note que os
namero inteiros podem ser vistos como um tipo particular excepcional de fra¢do ordindria: m/1.
Fracdo irredutivel é toda fragdo ordindria em que o numerador e denominador admitem somente o
nimero 1 como fator em comum.

A demonstracdo desse teorema explora que, como a fatoracdo de 10 em primos é 10 =2 x 5, a fatoracao
de 100 fica 100 =10 x 10 =2 x5 x 2 x 5, e assim por diante para as demais poténcias positivas de 10.

nameros
decimais

fracoes
decimais




Contraexemplo -
O nuimero real representado por 1/3 (expressa a medida do segmento OP que é um terco do segmento
unitdrio OU) ndo é um nimero decimal! Com efeito, seu denominador se reduz ao niimero primo 3.

Exemplo -

O numero real representado pela fragdo 364/125 é um ntumero decimal, pois esta fracdo é irredutivel
(seu numerador tem a fatoragdo em primos 22 x 7 x 13 e o denominador fica 5%, logo néo h4 fator primo
em comum) e no denominador somente aparece o fator primo 5.

Note que, apesar de este nimero ser um ntimero decimal, a fracdo usada para representd-lo, 364/125,
ndo é uma fracdo decimal. Apesar disso, o teorema anterior também garante que tem de existir alguma

fracdo decimal capaz de representar esse ntimero; com efeito, uma delas é facilmente determinada:
364 _ 364x8 _ 2912
125 ~ 125x8 — 1000

Isso significa dizer que esse ntimero real é a medida do segmento OP que € igual a 2912 cépias do

milésimo do segmento unitédrio OU.

3).— Representacao com virgula dos numeros decimais?

Digito
é qualquer inteiro do conjunto 0, 1, 2, 3, ... ,9.
Fracdo decimal simples

é toda fracdo decimal da forma 1‘%,
negativo de um digito.

_a_

165 etc. na qual o numerador d é um digito, ou o

_d_
ou ou 1505

Aideia de representacdo com virgula

Supomos conhecida a ideia de representacao posicional decimal para nimeros inteiros, como em
274=200+70+4=2x100+7 x 10 + 4. A representa¢do com virgula é sua extensao para os nimeros
reais quaisquer, sendo que iniciaremos recordando como ela é feita no caso particular dos nimeros
decimais, que € o caso mais f4cil, mas também o mais util.

Exemplificando, observemos que o ntimero decimal dado por %3 pode ser decomposto como a soma

de um inteiro mais algumas fracdes decimais simples. Com efeito: %g % =245+ m Disso
segue a ideia de abreviar consideravelmente essa expansdo escrevendo tao somente 0s numeradores de
cada uma dessas fracées, do seguinte modo: %g =2,74 . E facil ver que podemos fazer o mesmo com
qualquer outro niimero decimal. Mas, isso ndo traz ambiguidades de interpretacdo? Nao, desde que

tornemos obrigatérias duas convencoes:

v/ cada digito depois da virgula representa uma fragcdo simples cujo denominador é a poténcia
de 10 correspondente a posi¢do (lida da esquerda para a direita) do digito na representacao:
primeiro digito — denominador 10, segundo digito — denominador 100, etc.;

v/ usamos o digito zero para indicar as fracdes decimais simples que ndo aparecerem na expansao

. . . 2704 _ 20004700+4 _ o 7 | _4_
decimal de um nunzl;e(ﬁ) decm;al. Pgr exeinplo, a exparggf 2000 = 1000~ =27+ 10+ To00 deve
ser reescrita como 5 1000, 2+ 15+ 700 T 1000’ © que da £555 Tooo = 2, 704.

Compare com 2,74 = {55 € conclua que realmente esse sistema de representacao teria ambigui-

dade se nao utilisdssemos o digito zero.

2 0 correto é dizermos “representacio posicional em base 10” . Apesar de a terminologia “representacao com virgula” ser
muito usada na Escola Bésica, ela é ambigua na medida em que poderia ser usada com qualquer sistema de numeracgao
posicional (base 2, 10, 16, 60, etc.).



. . = 0, 0 _ _ 24003
Exemplo: 24,003 € a representacado de 24 + 15 + 105 + To00 1000 =24+ —— 1000 <000 -

Analogamente, —24,003 é a representacdo do niimero decimal negatlvo dado pela fraqéo: - 21400005 e
i iaci _24008 _ _94_ 0 _ O _ 3 _ _
deve ser entendida como uma abreviacao de — <555 = =24 — 15 — 105 1000 24— 1000

4).— Um tipo mais geral de numeros reais: os humeros racionais

Os nuimeros racionais sdo os nimeros reais que expressam a medida dos segmentos de reta comen-
surdveis com o segmento unitdrio. Isso significa que os ntimeros racionais sdo 0os nimeros reais
representados por fragoes ordindrias. Com efeito, dizer que OP é comensuravel com OU significa que
alguma fracdo de OU, digamos 1/n OU, ao ser copiada um certo ntimero inteiro, m, de vezes produz
OP e dai a medida de OP é m/n vezes o OU.

Existem nldmeros racionais que niao sao nimeros decimais

E imediato que todo niimero inteiro é um nimero real decimal, e todo real decimal ¢ um nimero
racional. Por outro lado, existem ntimeros racionais que nao sao nimeros decimais; com efeito, é
imediato que o numero real representado por 1/3 é racional, e ja vimos que ele ndo é nimero decimal.

Primeiro fator complicador

Cada numero racional pode ser representado por infini-
tas fragoes ordindrias. Isso ocorre pois existem infinitas

o P
maneiras de particionarmos OU para reproduzirmos OP . : ; ; ; ‘EJ
A figura exemplifica isso com o segmento OP que pode 4 4 1 4
ser visto como OP=30U/4=3/40U,0OP=60U/8=6/8 : : : : : : | -
OU, OP = 12 OU/16 = 12/16 OU, etc. Contudo, sempre o L 2 & 2 2 & 1 &
vale que as fracoes representando a medida de um mesmo
segmento OP sdo todas equivalentes. P ————t———
(RECORDAGAO: Duas fracdes ordindrias, a/b e c/d, sdo o el R AR R T R

equivalentes quando, e s6 quando, ocorrer ad = bc.)
5).— Representacao com virgula dos numeros racionais

Aideia é a mesma do caso dos nimeros decimais: representar cada niimero racional como a soma de
fracoes decimais simples. Contudo, agora temos algumas complicacdes a enfrentar.

Segundo fator complicador

A ndo ser no caso dos ntimeros decimais, a representacdo com virgula dos niimeros racionais envolve
uma quantidade infinita de fracoes decimais simples!

Vejamos o porqué disso no caso do real dado por 1/3:

0,3=35<3<:£=04 (pois 9<10 e 10<12)
_ 3,3 _ 33 loa_3 )
0,33=F+ =3 1 33, 4 34 (pois 99100  100<102
_ 3,3 , .3 _ 333 _1_ 334 % 3 _
0,333=3+ 3+ 1 33, 3, 4 354 (pois 5991000 ¢ 1000<1002
_ 3,3 3 3 _ 3333 _1_ 3334 _3 , 3 . 3
0,3333 = 75 * 100 * 1000 T 10000 — 10000 < 3 < 10000 — 10 T T00 * 1000 T 0000 10000 =0,3334, etc.

Como a diferenga entre os extremos dos intervalos encaixando o 1/3 vai tendendo a zero, escrevemos

1 3 3 3 3 3
—_—= — 4 —+ + + +-..=0,33333...
3 10 100 1000 10000 100000

(“& u.\



No caso do 1/3, a soma das infinitas fracdes acima pode ser entendida como a soma de uma PG de
razao 1/10 (confira que realmente essa soma vale 1/3!). No caso de outros ntimeros racionais, em
geral serd preciso usar a nocao de limite para dar um significado rigoroso para a soma associada a sua
expansdo com virgula, o que é assunto a ser visto na Universidade.

Procedimento pratico para achar uma representacao com virgula

A principal razdo de usarmos a notagao ; para denotarmos as fragoes ordinarias é que, no caso de
£ representar um ndimero racional, € um teorema que este mesmo racional é igual ao resultado da
divisdo do inteiro a pelo inteiro b. Ou seja, o traco horizontal que separa o numerador e o denominador
também pode ser interpretado como indicando divisao!

(real racional dado pela fra¢do ordindria %) =a+b

Esse teorema nos permite achar uma representa¢do com virgula de um niimero racional fazendo a
divisdo do numerador pelo denominador de uma sua representacao por fracdo ordinéria. Vejamos
como fazer isso detalhadamente no caso do racional dado por 3837/250.

— Parte inteira da representacao: como 3837 = 15 x 250 + 87, temos 3285307 =15+ 5z 250 ;

— Casa dos décimos:

= 1o x 318 = 55 x 22020 = o (34 320) = 5 + 555, € como 0 < 12/250 < 1/10,
arepresentagdo com virgula até a casa dos décimos, com certeza, é 3285307 =15,3.... Mais precisamente:
3B — 15+ 35+ 55 = 15,3+ 355 -

- Casa dos centésimos:
do Gltimo resto: 55 = 155 X o = 155 x ZEPE0 = Lo x (4423 = 135 + 555 , € como 0 < 2/250 < 1/100,

até a casa dos centésimos temos, com certeza: 3657 = 15,34... Mais precisamente:

250
3837 _ —
15+ 3+ 22 =15+ 5 + 1o + 555 = 15,34 + 555 -

106 + 350 50
— casa dos milésimOS'
1 2000 1 8x250+0 8 0

o ultimo resto da: 250 = 1000 X 250 = Too0 X 250 = Tooo T 750 = 1000 O fato de termos chegado a um

resto zero 81gn1ﬁca que a representagﬁo com virgula deste nl’lmero termina na casa dos milésimos, e é

3837 — —
=15+ 3 25 =15+ 3 + 4+ 185 =15,348.

250 100 100 1000

Observe que, neste caso, os restos, 87/250, 12/250, 2/250, 0/250, das sucessivas divisoes foram di-
munindo até chegar ao resto nulo. Isso ocorreu pois o nadmero dado é um niimero decimal. Com
3837 _ 3837x4 _ 15348 . . . =
efeito: 525 = 55554 = Tooo » forma decimal esta que permite rapidamente confirmar a corre¢ao da
representacao com virgula que calculamos acima. Infelizmente, essa forma rdpida ndo pode ser
aplicada em nimeros racionais ndo decimais, como é o caso do racional dado por 1/3. Contudo, o

método das divisdes continua sendo aplicado nesses casos. Vejamos sua aplica¢do abreviada:

1 _0.3
+35=0+55+

— — 3 1 _ —
=0+ _0+ 700 +m—"'—0,333...

Slw

+ 300 = 0+ 15+ 100 * To00

W=
W=

E importante que V. faca os detalhes do célculo acima e observe que os restos, 1/3, 1/30, 1/300, 1/3000,
etc., das sucessivas divisdes novamente vao diminuindo, sé gue neste caso nunca chegam a se anular:
apenas vao se aproximando cada vez mais do zero.

Na pratica nunca se faz as sucessivas divisées com o detalhe acima, que tiveram como objetivo mostrar



porque o método das divisdes funciona. Na pratica, meramente se aplica o algoritmo de divisdo de
inteiros que se aprende na Escola e que recordamos a seguir.

Método das Divisées para achar representacdo com virgula
Dado um niimero racional r:
* ser forum inteiro a, sua representacdo com virgula ficar = a,000... = a
e ser for um racional positivo ndo inteiro, a partir de uma sua representacéo
em fracdo ordindria, fazemos divisoes para determinar sucessivamente a parte
inteira de sua representacdo por virgula, e o digito da casa dos décimos, o da
casa dos centésimos, o da dos milésimos, etc., de sua parte fraciondria.
* ser for um racional negativo ndo inteiro, sua representagdo com virgula é a
do nuimero positivo —r precedida do sinal menos.

E conveniente usarmos a seguinte terminologia:

— nitmero racional inteiro é todo o racional representavel por um nimero inteiro;

— ntimero racional fraciondrio é todo racional que nao pode ser representado por um nimero inteiro.
Exemplos: o racional dado por 18/3 é inteiro (pois 18/3 = 6), enquanto que 5/2 € fracionério (apesar de
ser maior do que um).

— dizima é o nome que damos para a lista de todos os digitos depois da virgula da representacdo com
virgula de um ndmero real.

Exemplos: a dizima de 1/3 = 0,333... é 333... ; ade 1/17 = 0,058823529411764705... comec¢a com
0588235294117647 .

O préximo objetivo é catalogar as possiveis representacdes com virgula dos niimeros racionais. Infeliz-
mente, teremos de levar em conta mais um fator complicador:

Terceiro fator complicador

Alguns niimeros racionais tém duas representagbes com virgula e o Método das Divisées somente produz
uma delas. Ele somente produz representagbes que ndo terminam com um bloco infinito de digitos todos
iguais a 9; ou seja: nunca produz dizimas 9-terminantes.

Por exemplo, o racional dado por 25/10 tem duas representacdes com virgula: 25/10=2,5 e 25/10 =
2,4999... , sendo que o Método das Divisdes dd apenas a primeira delas.

Além de representagdes com dizima 9-terminante serem legitimas, eventualmente a solu¢do de um
problema pode nos levar a uma resposta desse tipo.

Outro exemplo importante de duplicidade de representacdo com virgula é o dos niimeros inteiros.
Assim, é perfeitamente legitimo escrever 1=0,999... , de modo que, em particular: 1-0,999... =0.
Exercicio —

usando a férmula da soma de todos os termos de uma PG, confira que 2,4999... =2,5 e que 0,999... = 1.

dizima



Descricao das representacdoes com virgula de ntiimeros racionais

Uma dizima é periddica quando em alguma casa depois da virgula inicia um bloco de digitos tal que,
a partir dessa casa, a lista dos demais digitos consiste na infinita repeticdo desse bloco.

Teorema

So existem dois tipos de representacoes com virgula dos ntimeros racionais: as que
tém dizima finita e as que tém dizima infinita periédica. Mais precisamente:

e Se um niimero racional for nimero decimal (inteiro ou fraciondrio), ele tem
exatamente duas representacoes com virgula: uma com dizima finita e a outra
com dizima infinita 9-terminante.

e Se um ntimero racional néo for nimero decimal, ele tem apenas uma represen-
tagdo com virgula, e a dizima desta representacdo é periodica.

Prova. O Método das Divisdes produz restos que vao diminuindo e temos duas possibilidades para
seus valores: ou eventualmente chegamos a um resto nulo, ou os numeradores dos restos ficam presos
estritamente entre 0 e o valor do denominador. Na primeira possibilidade temos uma dizima finita e na
segunda, como temos infinitos restos ndo nulos e apenas um nimero finito de possiveis numeradores
para eles, terd de haver repeticdo do numerador desses restos, e a partir dai voltaremos a gerar os
numeradores ja obtidos, ou seja: a dizima terd de ser periddica.

Exemplos

—racionais que sdo numeros decimais: 32/25=1,28 =1,27999... ; -7/8 = -0,875 = -0,874999...

—racionais que ndo sao numeros decimais: 7/12 = 0,58333... ; 110/21 = 5,238095 238095 238095...

E costume usarmos uma barra sobre o bloco repetitivo, assim fica mais rdpido e preciso escrever
a representacdo. Por exemplo: —3/11 = —0,27272727... = —0,27;7/12=0,583; 110/21 = 5,238095;
25/10=2,5=2,50=2,49.

Os exemplos acima mostram que existem dois tipos de representacdes com virgula periédicas: as cujas
dizimas consistem apenas na infinita repeticio de um bloco periédico (exemplo: —3/11 = —0,27) e as
que sdo formadas de um bloco inicial seguido da infinita repeticdo de um bloco periédico (exemplo:
7/12 = 0,583). As primeiras sdo denominadas dizimas periédicas simples e as segundas dizimas
periddicas compostas ou mistas.

Um nimero racional dado por fracao irredutivel tem representacao com virgula

e finita quando o denominador dessa fracdo s6 tem 2 e/ou 5 como fatores
primos (possivelmente repetidos); exemplo: 323/125 = 323/ 53 =2,584;

» periddica simples quando no denominador dessa fragcdo os fatores primos
sao todos distintos de 2 e 5; exemplo: —3/11 = —0,27272727... = —0,27;

» periodica composta quando o denominador dessa fracdo tem ao menos um
dentre 2 e 5 como fator primo, e também mais no minimo um outro fator
primo distinto desses dois; exemplo: 7/12 =0, 583 =0,58333....




Problema da geratriz

J& sabemos como obter representacao em virgula de qualquer racional, e também sabemos as possiveis
formas da correspondente dizima. Cabe investigar a reciproca, ou seja: se imaginarmos uma dizima
qualquer, serd ela a dizima de algum niimero racional? Certamente ndo serd se a dizima for infinita
nao periddica. Contudo, veremos que a resposta é sim quando a dizima for finita ou infinita periédica,
e também mostraremos como achar uma correspondente geratriz, ou seja uma fracdo ordindria
representando o ntimero com tal dizima.

Exemplo 1 (geratriz de dizima finita)
Seja determinar o ntimero racional que originou a expansdo 21,34.
Temos 21,34 =21 +3/10+4/100 =21+ 30/100 + 4/100 = 21 + 34/100.

Exemplo 2 (geratriz de dizima periédica simples)

Seja determinar o niimero racional que originou a expansdo 0,214214214...= 0,214 .

Indicando por r este nimero, temos 1000 r =214 + 0,214 214 214... =214 + 1, de modo que 999 r = 214,
logo r =214/999.

Exemplo 3 (geratriz de dizima periédica composta)

Seja determinar o niimero racional que originou a expansdo 0,5833333333... = 0,583 .

Indicando por r este nimero, temos 100 r = 58 + 0,3333 3333...; ora, sendo s = 0,3333 3333..., pelo
raciocinio do exemplo anterior, obtemos 10 s =3 + 0,3333 3333... =3 +s,logo9s=3 edais=3/9=1/3;
de modoque 100r=58+s=58+1/3=175/3,logor=175/300="7/12.

6).— Os outros numeros reais: 0s humeros irracionais

Definicao

Os numeros irracionais sao 0s numeros reais que ndo sao numeros racionais, ou seja: sao 0s numeros
reais que ndo sado representdveis por fracdo ordindria. Equivale a dizer que sdo os niimeros que
expressam a medida dos segmentos de reta que ndo sdo uma fracdo de seu segmento unitdrio (= sdo
incomensurdveis com o segmento unitério).

Existe uma quantidade infinita de ndmeros irracionais, com efeito:

por exemplo, V2,v/3,V/5, etc., ou seja: as raizes quadradas de niimeros primos sdo niimeros irracionais.
Prova, por absurdo. Observacdo inicial: é uma consequéncia imediata da unicidade do Teorema
Fundamental da Aritmética que, para qualquer inteiro ¢ = 2, a fatoracdao em primos de seu quadrado
é tinica (a menos da ordem de seus fatores) e é obtida elevando ao quadrado cada fator primo de c.
Mostremos, entdo, que essa observacdo garante que € impossivel um p primo produzir /p nimero
racional. Com efeito, indicando por § a fragao irredutivel representando ,/p, temos: a? = pb®. Ora,
pela observacgdo acima, isso implicaria que no membro da esquerda aparece uma poténcia par de p
(talvez nula) e no da direita uma poténcia impar de p, o que seria um absurdo.

Exemplo: a medida da diagonal de um quadrado de lado unitdrio é um niimero irracional.

Do Teorema de Pythagoras, a medida d da diagonal de um quadrado, cujo lado mede ¢, verifica
d? = 02 + ¢? = 2¢2. De modo qued="¢ V2. Ora, quando o quadrado tiver lado unitério, ¢ = 1, ficamos
com d = /2, que ja vimos ser irracional.

Cuidado: a medida da diagonal de um quadrado de lado igual a /2 é um niimero racional.

Prova. Agora, temos d = (/2 = /22 = 2.

geratriz



7).— Representacao com virgula dos numeros irracionais

Teorema —
Cada ntimero irracional tem representacdo com virgula. Ademais, esta representacdo é tinica e sempre
tem uma dizima infinita ndo periddica.

Teorema -
Reciprocamente, toda dizima infinita ndo periodica que pudermos imaginar obrigatoriamente repre-
senta algum ntimero irracional.

Cuidado: erro comum!

O fato de que os nimeros irracionais nunca tém dizima periddica nao significa que sua dizima tenha
de ser totalmente desprovida de regularidade ou nédo possa ser descrita completamente. Por exemplo:
0,101101110111101111101111110... é arepresentacdo com virgula de um irracional.

Como determinamos a representacao com virgula dos irracionais?

Pela teoria, teriamos de medir o correspondente segmento de reta fazendo sucessivas aproximacoes,
de modo bem andlogo ao que fizemos com o segmento de medida 1/3, na pagina 5. Na pratica usamos
algum procedimento de cdlculo sistemdtico que explore caracteristicas do irracional em questao.
Vejamos isso no caso de v/2.

Um procedimento bem simples para determinar a representacéo com virgula de /2 :
Para r real positivo, é 6bvio que r < v2 < r?> <2, e que v2 < r < 2 < r%. O quadro abaixo mostra
como usar essa observacio para determinar, casa por casa, a dizima de v/2:

1<vV2<2 (poisl<2<4)
1,4<v2<1,5 (pois1,96 <2< 2,25)
1,41 < V2<1,42
1,414 < V2 < 1,415
1,4142 < V2 < 1,4143
1,41421 < V2 < 1,41422
1,414213 < V2 < 1,414214

etc.

V2 =1,414213562373095 04880. .. _1+ ot 02+—+—+105+—+—+—+ 09+ 010+ 011+ 012+

Esse processo precisaria ser levado ao infinito para dar a exata representaciao com virgula de v/2, ou
pode ser abortado para dar uma aproximacio conveniente de v/2.

A Matematica Computacional, disciplina estudada na universidade, estuda diversos procedimentos
muito mais eficientes para calcular v/2 e outros nimeros irracionais.

Cuidado ao usar calculadoras!

Como as calculadoras sempre mostram uma quantidade finita de digitos no visor, elas ndo conseguem
representar exatamente nenhum irracional, e nem mesmo os racionais que ndo sdo nimeros decimais
(como 1/3). Ignorando-se isso, podemos facilmente tirar conclusoes erradas e até absurdas:

= ¢/2143 9 6/6  28/49 _ 19
T=\"° Vio V10 =1
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